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 اولفصل 
    «آنالیز تركیبي و احتمال»

 

 

 

  آنالیز تركیبي (:1درسنامه )  
 

 مقدمه       
 

عنوان شود و دیگر به آمار به ها از قبیل علوم مهندسی، اقتصاد، مدیریت و ... احساس میدلیل رشد و پیشرفت آن در بسیاری از شاخه نیاز به آمار به

آوری شده با کمک گرفتن از علم آمار در های جمعشود. امروزه پژوهشگران براساس مشاهدات و دادهنگاه نمی ،بندی شدهتههای خام دسای از دادهمجموعه

 کنند. گیری میبرخورد با عدم قطعیت در وقوع رخدادها و اتفاقات اقدام به استنباط و تصمیم

کارشناس بیمه در زمان تعیین حق بیمه، پژوهشگر دارو به هنگام  ،عنوان مثال. بهگیردموضوع عدم قطعیت، دامنه وسیعی از مسائل روزمره را دربرمی

بینی رویدادهای اقتصادی به نوعی با عدم قطعیت در وقوع رخدادها مواجه هستند. مطالبی آزمایش مواد افزوده شده به دارو و یا یک اقتصاددان برای پیش

های شمارش، تعریف مقدماتی احتمال، قوانین احتمال، احتمال شرطی، قانون احتمال کل و دستور یککه در این فصل ارائه شده است شامل اصول و تکن

 های بعد کمک زیادی خواهد کرد.باشد. فهم مطالب این فصل در یادگیری مفاهیم فصلهای متنوع میبیز همراه با مثال

 اصل شمارش ضرب )اصل اساسي شمارش(

روش ممکن  nروش ممکن و در مرحله دوم برای هر روش مرحله اول،  m که برای اولین مرحله،طوریشود. بهانجام میفرض کنید آزمایشی در دو مرحله 

mوجود داشته باشد. آنگاه برای انجام دو مرحله با هم، n  .روش ممکن وجود دارد 

 های متفاوت بپوشد؟تواند لباسه چند طریق میشلوار است. این شخص ب 3پیراهن و  4شخصی دارای   :1 مثال 

1 )11 2) 12 3) 22 1) 7 

 :3پیراهن و به  1طریق یکی از  1تواند به شلوار است، شخص می 1پیراهن و  1های متفاوت که شامل در اینجا برای تهیه لباس «2»گزینه  پاسخ 

تواند بپوشد با استفاده از اصل شمارش ضرب برابرهای متفاوت که شخص میکند. در نتیجه تعداد لباسرا انتخاب شلوار  3طریق یکی از  4 3  است.  12
 

 تعمیم اصل شمارش ضرب 

طریق و ... و  n3طریق و مرحله سوم به n2طریق و مرحله دوم به n1که مرحله اول بهطوریمرحله قابل انجام باشد. به kفرض کنید آزمایشی در 

k...nمرحله به kطریق بتواند انجام شود. آنگاه این آزمایش در  knام به kمرحله  n n  1 تواند انجام شود. برای درک بهتر این تعریف طریق می 2

 جه کنید.زیر تو به مثال

 فرض کنید  :2 مثالA ،B ،C ،D  وE توان از اند، به چند حالت میهم وصل شدههایی بهپنج شهر باشند که مطابق شکل زیر توسط جادهA  بهE  با

   سفر کرد؟ Dو  B ،Cعبور از شهرهای 

        
 

1 )1 2) 14 3) 28 1) 24 

 :مسافرت از   «1»گزینه  پاسخA  بهE شود در مرحله اول سفر از مرحله انجام می 1، درA  بهB بهn 1 شود، در مرحله دوم سفر از طریق انجام می 3

B  بهC  بهn 2 nبه Dبه  Cشود، در مرحله سوم سفر از ق انجام میطری 2 3 nبه Eبه  Dشود، در مرحله چهارم سفر از طریق انجام می 1 4 طریق  4

nبا استفاده از اصل شمارش ضرب برابر Eبه   Aهای رفتن از شود. در نتیجه تعداد راهانجام می n n n       1 2 3 4 3 2 1 4  شود.  می 24

 



 
 

 كارشناسي ارشد يك مدرسان شريف رتبه 2  و احتمال آنالیز ترکیبی: اولفصل 

 :هانکات مربوط به شمارش اعداد يا تشکیل كدها، رمزها و سريال

 ها به نکات زیر توجه فرمایید.برای شمارش اعداد یا ساخت کدها، رمزها و سریال

 عدد سه رقمی نیست. 84ثالعنوان متواند در اولین رقم سمت چپ قرار بگیرد. به( اگر هدف مسئله تشکیل عدد چندرقمی باشد، صفر نمی1

 کد سه رقمی است. 21تواند در اولین رقم سمت چپ قرار بگیرد. به عنوان مثال( اگر هدف مسئله تشکیل کد، رمز یا سریال چندرقمی باشد، صفر می2

بودن و یا غیره بیان شده  کنیم. مگر آنکه در صورت مسئله شرطی از قبیل فرد بودن، زوجکت می( در ساخت کدها، رمزها و اعداد از سمت چپ به راست حر3

کنیم. سپس مجدداً از سمت چپ به سمت راست باشد. در این حالت ابتدا شرایط داده شده در مسئله مانند فرد بودن یا زوج بودن و یا غیره را مشخص می

 کنیم. حرکت می

 فرض تکرار مجاز است مگر آنکه شرط بدون تکرار ذکر شده باشد.زها و اعداد پیش( در ساخت کدها، رم1

 با استفاده از ارقام  :3لمثا{ , , , , }7 2 9  توان نوشت؟چند عدد چهاررقمی بدون تکرار می 5

1 )64   2) 12 3) 84   1) 96   

 :هایفرض کنید عدد چهاررقمی مطابق خانه  «1»گزینه  پاسخA ،B ،CوD نییم. چیون در صیورت    کمقابل باشد. از سمت چپ به راست حرکت می

}پس یکی از ارقام تواند قرار بگیرد، ، صفر نمیAمسئله عدد چهاررقمی خواسته شده است از طرفی در خانه  , , , }7 2 9 انتخاب کرد کیه   Aتوان برای خانهرا می 5

}قامشود. با قرار دادن یکی از ارطریق انجام می 1این کار به  , , , }7 2 9 قرار بگیرد، لذا   Bتواند در خانه ،  چون تکرار ارقام مجاز نیست و صفر میAبرای خانه  5

 انتخاب داریم.  D ،2انتخاب و برای خانه C ،3انتخاب و برای خانه B ،1برای خانه 

فاده از اصل شمارش ضرب تعداد اعداد چهاررقمی خواسته شده برابردر نتیجه با است   4 4 3 2  است. 96
 

  

 حرفی با استفاده از حروف 5چند کلمه  :4لمثاb, a وc ؟نباشدمجاور یکسان  توان نوشت به طوری که هیچ دو حرفمی 

1 )52   2) 48   3) 64 1) 32   

 :هایحرفی مطابق خانه 5فرض کنید کلمه   «2»گزینه  پاسخA ،B ،C ،D وE باشد. برای خانه A یکی از سه حرف{a,b,c}   طرییق انتخیاب    3بیه

 شود.  طریق انتخاب می 2به  {b,c}یکی از دو حرف Bانتخاب شود در این صورت برای خانه aحرف Aشود. با توجه به شرط مسئله، اگر برای خانهمی

bاکنون اگر برای خانه B,انتخاب شود آنگاه برای خانهC  یکی از حروف{a,c}  شود. با همین استدلال بیرای خانیه  طریق انتخاب می 2بهD ،2   انتخیاب و

 انتخاب داریم.   2نیز  Eبرای خانه

ضرب برابر حرفی با استفاده از اصل شمارش 5در نتیجه تعداد کل کلمات     3 2 2 2 2  است. 48

  

 چند عدد فرد سه رقمی با ارقام متمایز وجود دارد؟ :5لمثا 

1 )211 2) 28   3) 41   1) 32   

 :عدد سه رقمی فرد خواسته شده به کمک ارقام  «1»گزینه   پاسخ{ , , , , }1 2 شیود. بیرای ایین کیار فیرض کنیید عیدد سیه رقمیی          نوشته میی  9

}یا خانه یکان، یکی از ارقام Cمی فرد باشد، لازم است برای خانهمقابل باشد. برای آنکه عدد سه رق Cو A،Bهایشده مطابق خانهخواسته , , , , }1 3 5 7 9 

یرد، با انتخاب ییک رقیم   قرار بگ Aتواند در خانهشود. چون ارقام متمایز است و تکرار مجاز نیست و صفر نمیطریق انجام می 5انتخاب شود که این کار به 

 انتخاب داریم.  8نیز  Bتواند قرار بگیرد. پس برای خانهعدد صفر می Bانتخاب داریم. در خانه  A ،8،  برای خانه Cبرای خانه 

در نتیجه تعداد اعداد سه رقمی فرد با ارقام متمایز با استفاده از اصل شمارش ضرب برابر  8 8 5  شود.می 32
 

 

 

 
 

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  85 متغیرهای تصادفی : دومفصل 

 

 فصل دوم  

 «متغیرهای تصادفي»
 

 

 متغیرهای تصادفي گسسته و توابع احتمال (:1درسنامه )
 

 

 

 مقدمه

 

عنوان مثاال در رتتاای یاک جتاس تاا ،      ها. بهدر فصل قبل، مبحث احتمال تنها محدود به یک یا چند جنبه خاص یک آزمایش تصادفی بود نه تمام خصوصیات آن

را ماورد بترسای   « حاصل مجموع هت دو عدد رو شاد  »مورد بترسی قتار گتفس. حال آنکه ممکن اسس بخواهیم بتآمد « 7دو عدد بتابت مجموع »فقط بتآمدی از قبیل 

د ها بسیار دشاوار خواها  ای متبوط به آزمایش تصادفی، عدد نباشد، توصیف و بترسی هت خصوصیس از آنقتار دهیم. در چنین مسائلی اگت عناصت و اعضای فضای نمونه

شاود. بناابتاین   کند، متغیات تصاادفی گتتاه مای    جای عناصت فضای نمونه، اعداد قتار بگیتد. متغیتی که این اعداد را اختیار میبود. لذا نیاز اسس روشی ارائه شود تا به 

« مجماوع دو عادد رو شاد    »ال در رتتاای دو تاا ،   عنوان مثجای عناصت فضای نمونه اعداد قتار بگیتد. بههدف از معتفی متغیتهای تصادفی، ارائه روشی اسس که به

...,تواند مقادیتمتغیت تصادفی اسس که می , , ,12 4 3  کنیم.  را اختیار کند. اکنون با توجه به توضیحات بالا متغیت تصادفی را تعتیف می 2
 

 متغیر تصادفي    
 

دهاد. و  داد حقیقی. به عبارت دیگت تابعی اسس که به هتکدام از اعضای فضای نمونه یک عدد نسبس مای به مجموعه اع Sای متغیت تصادفی تابعی اسس از فضای نمونه

معماولا  متغیتهاای   دانیم کدام ریشامد رخ خواهد داد و متغیت ماوردنرت چاه مقادار را اختیاار خواهاد کاتد.       رود که از قبل نمیکار میصتس تصادفی به این دلیل به

ای دو عنوان مثال اگت ساکه دهند. بهنشان می yو  xکنند با حتوف کوچک مانند و مقادیتی را که اختیار می Yو  Xگ لاتین مانند تصادفی را با حتوف بزر

تواند اختیار نماید به شکل زیت تعیاین  می Xدهند  تعداد شیتهای ظاهت شد  باشد، در این صورت مقادیتی که نشان Xمتتبه رتتای شود و متغیت تصادفی 

Sای این آزمایش تصادفی بتابتشود. فضای نمونهمی {TT , TH , HT , HH}  اسس، بنابتاینS  شامل چهار بتآمد اسس. بتآمدTT معنای این اسس به

ت را اختیاار  مقادار صات   Xدهند  تعداد شیتهای ظاهت شد  اسس، لذا باتای ایان بتآماد،    نشان Xکه در رتتای دو متتبه سکه، اصلا  شیت ظاهت نشود و چون 

کند و را اختیار می 1مقدار  Xاسس بنابتاین بتای هتیک از این دو بتآمد  1، چون تعداد شیتهای ظاهت شد  بتابت HTیا  THکند. همچنین بتای بتآمد می

  دهد.را نشان می Xفی کند. جدول زیت بتآمدها و مقادیت متغیت تصادرا اختیار می 2مقدار X، چون دو متتبه شیت ظاهت شد ، رس HHدر بتآمد 

 

TT TH HT HH

X 1 1 2

k¶AoM

Â jI~U oÃ™T¶ oÄjI£¶

 

xشودبنابتاین نتیجه می , , 1  باشد.می 2

 انواع متغیرهای تصادفی

 شود. ریوسته( تقسیم می ه، ریوسته و آمیخته )بتخی مقادیت گسسته و بتخی مقادیتی، گسستمتغیتهای تصادفی به سه دسته

 گسسته( متغیر تصادفی 1

یاک   5تا  1عنوان مثال، اگت از بین هشس کارت به شمار  نامند هتگا  مقادیت آن شمارای متناهی یا شمارای نامتناهی باشد. بهمتغیت تصادفی را گسسته می

}ید، عباارت از تواند اختیار نمامی Xدهند  عدد روی کارت باشد، در این صورت مجموعه مقادیتی که نشان Xکارت به تصادف انتخای شود و  , ,..., }1 2 8 

باشاد، در ایان    6های یک تا  تا مشاهد  اولین عدد دهند  تعداد رتتاینشان Xاسس که یک مجموعه شمارای متناهی اسس. به عنوان مثال دیگت چنانچه 

}با مقادیت شمارای نامتناهی به صورت مجموعه Xصورت  , , ,...}1 2  د. خواهد بو 3

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  85آمـار و احتمالات       

 ( متغیر تصادفی پیوسته2

توان به آن اختصاص داد. به بیان دیگت، متغیت تصادفی ریوسته متغیتی اسس که مقادیت خود را متغیتی اسس که هت ارزش یا مقدار )اعشاری یا کستی( را می

هاا، میازان   از ورزشاکاران، ساتعس هتیاک از ماشاین    کند. مانند وزن و قد هتکادام  خط یا خط حقیقی اختیار میخط، نیماز یک فاصله عددی از قبیل رار 

 بارندگی در هتیک از شهتها، طول عمت یک نوع قطعه الکتتونیکی، میزان مصتف آی، بتق، گاز و یا درآمد کارگتان ساختمانی.

 ( متغیر تصادفی آمیخته3

صورت تتکیبی از متغیت تصادفی گسسته و ریوسته ظاهت نماید و به هایی از دامنه خود مقادیت عددی ریوسته و گسسته اختیارهت متغیت تصادفی که در فاصله

های تلتان هماتا  بتحساب    عنوان مثال، فتض کنید هزینه ریامکای هستند. بهگویند. این متغیتها اغلب چند ضابطهشود، به آن متغیت تصادفی آمیخته می

یاک متغیات    Yتاوان گتاس   بیانگت هزینه استتاد  از تلتن همتا  باشد، می Yت اگت تعداد ریامک و هزینه مکالمات بتحسب زمان، محاسبه شود در این صور

 شود.ها و مقادیت ریوسته هزینه مدت زمان مکالمات میتصادفی آمیخته اسس که شامل مقادیت گسسته هزینه ریامک

 یک زوج جوان در نظر دارند صاحب سه فرزند شوند. اگر متغیر تصادفی  :1 مثالX ه تعداد فرزندان پسر باشد، در این صورت مقاادیر  دهندنشان

X .را بنویسید 

 :ای عبارت ازفضای نمونه  پاسخS {ggg ggb,gbg,bgg,gbb,bgb,bbg,bbb} دهند  تعداد فتزندان رسات اساس،   نشان Xباشد. چون می ,

، gbbاسس و همچنین بتای بتآمادهای   1بتابت  Xار ، مقدbggو  ggb ،gbgصتت اسس و بتای هتیک از بتآمدهای  بتابت Xمقدار  gggبنابتاین بتای بتآمد 

bgb  وbbg  مقدارX  و بتای بتآمد  2بتابتbbb  مقدارX  بتآمدها و مقادیت متناظت هت بتآمد در جدول زیت آمد  اسس.باشد. می 3بتابت 

ggg ggb gbg bgg gbb bgb bbg bbb

X 1 1 1 2 2 2 3

k¶AoM
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xبتتواند اختیار نماید بتامی Xدر نتیجه طبق جدول فوق مقادیتی که  , , , 1 2  باشد.می 3

  
 تابع احتمال متغیرهای تصادفی گسسته

تباوط باه آن را   تابع احتمال یا تابع توزیع احتمال، بتای متغیت تصادفی گسسته، جدول یا فتمولی اسس که بتای هتکدام از مقادیت متغیت تصادفی، احتماال م 

iXبا مقادیت Xی متغیت تصادفی گسسته کند. بتامشخص می x , i , , ,n 1 iP(Xرا اختیاار کناد باا نمااد     ixمقادار  X، احتماال آنکاه   2 x ) 

ifیا (x  دهیم.نشان می (

یا  2، 1مقادیت  Xدهند  عدد روی کارت باشد، در این صورت نشان Xصادف کارتی انتخای کنیم و تبه  3تا  1عنوان مثال، اگت از بین سه کارت به شمار  به

Xکند. احتمال آنکهرا اختیار می 3 1   باشاد، بتاباتf ( ) P(X )  
1

1 1
3

X، احتماال آنکاه     fباشاد، بتابات   2 ( ) P(X )  
1

2 2
3

و احتماال   

Xآنکه  fباشد، بتابت 3 ( ) P(X )  
1

3 3
3

صورت به فتم جدولی به Xاسس. لذا تابع احتمال  
x

P(X x)

1 2 3

1 1 1
3 3 3

 باشد.می  

  :بتای متغیت تصادفی تعریفX با مقادیت گسستهnx , ,x ,x2 f، عبارت1 (x)  را تابع احتمال متغیت تصادفی گسستهX     گویند اگات و فقاط اگات در

 شتایط زیت صدق نماید.

1 )if (x ) i , ,n  1 1                             2 )
n n

i i
i i

f (x ) P(X x )

 

   
1 1

1 

 ازای کدام مقدار به  :2مثالk عبارتf (x) k , x , , ,
x

 
  

 

3
1 2  تابع احتمال است؟ یک 3

1 )
1
16

   2) 
1
8

   3) 
1
4

   4) 
1
1

   

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  66 متغیرهای تصادفی : دومفصل 

 :های تابع احتمال، عبارتبت طبق ویژگی  «2»گزینه  پاسخf (x) ل باشد کاه شاتط  تواند تابع احتماوقتی میf ( ) f ( ) f ( ) f ( )   1 2 3 بتقاتار   1

xکنیم. چونرا از این تساوی حسای می kباشد. اکنون مقدار  , , , 1 2 fو 3 (x) k
x

 
  

 

3
 بنابتاین:  

f ( ) k k
 

  
 

3
                      f ( ) k k

 
  

 

3
1 3

1
                f ( ) k k

 
  

 

3
2 3

2
                    f ( ) k k

 
  

 

3
3

3
 

fدسس آمد  مقادیت به ( ) f ( ) f ( ) f ( )3 2 1» , fرا در تساوی , ( ) f ( ) f ( ) f ( )   1 2 3  دهیم. در این صورت داریم:قتار می 1

k k k k k     
1

3 3 1
8

 

  

 متغیر تصادفی  :3 مثالX  دارای تابع احتمالn , , ,... 1 2 3،
k

P(X n)
n!

   است. مقدار ثابتk کدام است؟     

 (19)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری 

1 )
e

1
   2) e   3) 

e 

1
1

   4) 
e 

1
2

 

 :بتای محاسبه مقدار   «3»گزینه  پاسخk از شتط
n

P(X n)




 
1

کنیم. طبق فتض مسئلهاستتاد  می Xبتای تابع احتمال  1
k

P(X n)
n!

  

              اسس، لذا داریم:
n n

k k k k
P(X n)

n! ! ! !

 

 

         
1 1

1 1 1
1 2 3

 

)kبه تساوی   kازبا فاکتورگیتی  )
! ! !
   

1 1 1
1

1 2 3
 رسیم.می 

دارای بسط xeدانیم عبارتاز طتف دیگت می
n

x

n

x
e

n!





  باشد. با انتخاای میx 1،  حاصالe1  بتابات
n

e
n! ! ! ! !



     
1 1 1 1 1 1

1 2 3
شاود و  مای  

e              اسس، داریم: 1!چون
! ! !

    1 1 1 1
1

1 2 3
 

)kیاکنون در تساو )
! ! !
   

1 1 1
1

1 2 3
e)جای عبارت داخل رتانتز معادل آن یعنی به  )1 شود:دهیم در این صورت نتیجه میرا قتار می 

k(e ) k
e

   


1
1 1

1
  

  

 به ازای کدام مقدار  :4 مثالk عبارت
x

k
f(x) x , , ,

x!


  1  یک تابع احتمال است؟ «2

1 )e   2) e2 3) 
e

2
 4) 

e 

1

1
 

 :مقدار   «1»گزینه  پاسخk را از شتط
x

f (x)




 آوریم. طبق فتض مسئلهدسس می به 1
xk

f (x)
x!


 باشد. درنتیجه:می 

x

x

k k k k

x! ! ! !





   
     

1 2
1 1

1 2
 

)kگیتیم. در این صورت تساویفاکتور می kاز  )
! ! !

  
   

1 2
1

1 2
 شود. حاصل می 

بساااط دارای xeتعباااار
n

x

n

x
e

n!





     اساااس. بناااابتاین باااا انتخاااایx  ،  حاصااالe بتابااات
n

n

e
n!







   شاااود. اکناااون در  مااای

)kیتساو )
! ! !

  
   

21
1

1 2
e)تز معادل آن، یعنیجای عبارت داخل رتانبه  ) دهیم. در نتیجه:    را قتار میk(e ) k e

e

 


   

1
1 
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 صورتاگر یک تابع توزیع احتمال به :5 مثالnn
P(n) A ( ) ( ) , n , , , ,

n

 
  

 

21 2 1
1 2 3

3 3
یاک ثابات متبات اسات( و     Aباشد ) 

n

n

 
 
 

1
 

nتعداد ترکیبات   (91سراسری )مهندسی برق ـ  چقدر است؟ Aباشد. آنگاه ثابت می nبه  nحرف  1

1 )
2
3

 2) 1   3) 
3
2

   4) 3   

 :بااتای محاساابه مقاادار  ابااس   «2»گزینااه  پاسااخA  از شااتط
n

P(n)




 کناایم. بااتای اینکااار در اسااتتاد  ماای P(n)بااتای تااابع احتمااال 1

یرابطه
n

P(n)




 n                   دهیم. داریم:معادل آن را قتار می P(n)جای به 1

n

n
A ( ) ( )

n





 
 

 


21 2 1
1

3 3
 

چون 
n

n
n

 
  

 

1
 بنابتاین داریم: 1

             
n

n

A
A (n ) ( ( ) ( ) )





      
24 1 4 1 1 1

1 1 2 3 1
9 9 3 33 3

 

|از طتفی اگت x |1  باشد، طبق حد مجموع دنباله هندسیnx x x x
x
      



2 31
1

1
گیتی از طاتفین ایان   شود. اکنون با مشتقمی  

nx               شود:مینتیجه  xرابطه نسبس به  x x nx
( x)

      


2 3 1
2

1
1 2 3 4

1
 

xبا انتخای 
1
3

 شود.تساوی زیت حاصل می 

( ) ( ) ( )

( )

    



2 3

2

1 1 1 1
1 2 3 4

1 3 3 31
3

( ) ( ) ( )     2 31 1 1 1
1 2 3 4

4 3 3 3
9

( ) ( ) ( )     2 31 1 1 9
1 2 3 4

3 3 3 4
 

اکنون در تساوی
A

( ( ) ( ) ( ) )    1 2 34 1 1 1
1 2 3 4 1

9 3 3 3
نتز معادل آن یعنیجای عبارت داخل رتا به 

9
4

 دهیم. در نتیجه داریم:را قتار می 

A
( ) A  

4 9
1 1

9 4
  

 

 تابع توزيع تجمعي
 

ل، مادیت  عنوان مثاا باشد، دارای اهمیس اسس. به xتت یا مساوی یک مقدار حقیقی مانند ، کوچکXدر بتخی از مسائل، دانستن احتمال اینکه متغیت تصادفی

تواند به فتوش بتساند، چقدر اسس؟ یا یک تولیدکنند  واحد کالا می 1که در یک روز خاص حداکثتیک فتوشگا  عتضه کالا تمایل دارد بداند احتمال آن

رش محصول داشته باشد، چقدر اسس؟ بتای راسخ به این سااالات و همچناین   واحد ستا 5خواهد مشخص نماید احتمال اینکه در هتته جاری حداقلمی

تات و یاا مسااوی    مقداری کوچاک  Xتوان از تابع توزیع تجمعی متغیت تصادفی استتاد  کتد. بتای این منرور احتمال آنکه متغیت تصادفی ساالات مشابه، می

F(x)صورتاختیار نماید، به xمقدار  P(X x)  شود و این تابع را که بتای تمام اعداد حقیقی نوشته میx       تعتیف شد  اساس، تاابع توزیاع یاا توزیاع

 نامیم. می Xتجمعی متغیت تصادفی 

 :فتض کنید  تعریفX متغیت تصادفی گسسته، با تابع احتمالf (x)  )باشد. در این صورت تابع توزیع )توزیع تجمعیX ادرا بانمF(x) دهیم نشان می

                   شود. رو تعتیف میصورت روبهبه xو بتای هت
t x

F(x) P(X x) f (t)



   

 برای متغیر تصادفی  :6 مثالX با تابع احتمال زیر، مقدارF(  کدام است؟ 3(

1 )/ 6    
/ x

/ x
f (x)

/ x

/ x





 


 

3
25 1
35 2
1 3

 
2) /9  

3) / 55  

4) / 3  

 :بت طبق تعتیف تابع توزیع داریم:   « 3»گزینه  پاسخ  F( ) P(X ) P(X / ) f ( ) f ( ) / / /        3 3 1 7 1 25 3 55 
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 امید رياضي  
 

ضرب مبلغی که بازیکن امکان برد آن را دارد در احتمال برد آن ترین صورت برابر با حاصلهای شانسی پدید آمد و در سادهامید ریاضی در ارتباط با بازی

ا داشته باشیم، انتظار بلیط ر 1تومان است، یکی از  98جایزه آن یک یخچال به ارزش  آزمایی کهمبلغ است. به عنوان مثال اگر در یک بخت

برد مبلغ  
1

98 98
1

شود. بدین معنا که تومان را داریم. این رقم به مفهوم یک مقدار متوسط، مقدار مورد انتظار، مقدار میانگین تعبیر می 

 شود.یتومان عرضه شود، در نهایت هیچ سود یا زیانی حاصل نم 79تومان است. و اگر هر بلیط به مبلغ  79متوسط مقدار جایزه هر بلیط 

  :امید ریاضی متغیر تصادفی تعریفX  با توزیع احتمالf (x) شود:در حالت گسسته و پیوسته به صورت زیر تعریف می 

 x
x

xf (x) ; x

E(X)

x f (x)dx ; x







   







k{IM ¾Tvv¬ o¬H

k{IM ¾Tw¼ÃQ o¬H

  

 تومان بفروشد 3احتمال اینکه شخصی قطعه زمینی را با سود  :83مثال
3
2

توماان بفروشاد   15احتمال اینکه آن را با سود برابر ،
7
2

،  

یا زیانی حاصل نشوداحتمال اینکه در فروش آن سود 
7
2

تومان ضرر کند 15و احتمال اینکه 
3
2

 است. سود مورد انتظار این شخص کدام است؟ 

1 )75   2) 9 3) 1 5 4) 65 

 :برای پاسخ به این سؤال فرض کنید متغیر تصادفی  «1»گزینه  پاسخX دهنده مقدار سود ناشی از فرروش ایرن قهعره زمرین باشرد. بنرابراین       نشان

 کند برابر است با:تیار میاخ Xمقادیری که

x , , , 3 15 15  

 باشد.به صورت زیر می Xتومان ضرر است. بنابراین با توجه به اطلاعات صورت مسئله تابع احتمال 15تومان معادل  15دقت نمایید که سود

15  15 3 x   

3
2
 

7
2
 

7
2
 

3
2
 

f (x) 

 شود.ی زیر محاسبه میاز رابهه E(X)گسسته است، Xو چون

x

E(X) xf (x) ( ) ( ) ( ) ( )      
3 7 7 3

3 15 15 75
2 2 2 2

  

  

 83مثال: X با میانگین یک متغیر تصادفی
5
4

و دارای تابع چگالی احتمال  

x ; x

f (x) b ; x a

;

  


  



2 1
1
oÄjI£¶ oÄIw

  کدام است؟ bو aاست. مقادیر  

 (68)مهندسی برق ـ سراسری 

1 )b , a 
1

3
4

   2) b , a 
1

2
2

 3) b , a 
1

2
3

 4) b , a 
2

2
3

 

 :مقادیر  «4»گزینه  پاسخa وb آوریم:را از دو شرط زیر به دست می 

fشرط اول: چون (x) تابع چگالیX است، پسf (x)dx



 1.  

E(X)شرط دوم: طبق فرض مسئله xf (x)dx



 

5
4

. 

 شرط اول داریم: بنابراین از

 

ax
bx ( ) b(a ) b(a )          

3
1

1

1 2
1 1 1 1

3 3 3 

a
f (x)dx x dx bdx




     

1 2
1

1 1 

  همچنین از شرط دوم داریم:

b(a )  2 1 2   
a ax x b

E(X) x(x )dx bxdx b( ) ( ) (a )           
4 21 2 1 2

1 1

5 5 1 5
1

4 4 2 4 4 2 4   
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از شرط اول و دوم، دو معادله 
b(a )

b(a )


 


  

2

2
1

3

1 2

 آید.به دست می 

b(aشوند. برای حل دستگاه بالا معادله دوم را به شکلحساب می bو aکه از حل این دستگاه دو معادله و دو مجهول مقادیر )(a )  1 1  نویسیم.می 2

 لذا داریم:
b(a )

b(a )(a )


 


   

2
1

3
1 1 2

  

 شود.کنیم. تساوی زیر حاصل میطرفین معادله دوم تقسیم میطرفین معادله اول را به 

a
a

  


1 1
2

1 3  

b(a )

b(a )(a )


 

 

2
1 3

1 1 2
 

b(aرا از معادله اول bاکنون مقدار ) 
2

1
3

aبه ازای   )b کنیم.حساب می 2 ) b   
2 2

2 1
3 3

 

ها در دستگاهجایگذاری مقادیر گزینه ،bو aتوجه نمایید یک روش دیگر یافتن مقادیر 
b(a )

b(a )


 


  

2

2
1

3

1 2

 باشد.می

  

 متغیر تصادفی   :04مثالX عی( زیر را در نظر بگیرید.با تابع توزیع )توزیع تجمE(X) کدام است؟ 

1 )
7
3
   2) 

5
3

  ; x

x
F(x) ; x

; x





  

 


2
2

8
1 2

 
3) 2 4) 

1
3

  

 :منحنی  «2»گزینه  پاسخF(x) طور که از شرکل مشرخا اسرت،   به صورت زیر است. همانF(x) در

xتمام نقاط فضای نمونه بجز نقهه   پیوسته است. زیرا: 2
 

x x x x x

x
F( ) , lim F(x) , lim F(x) lim F( ) lim F(x) lim F(x)

        

      
2

2 2 2 2 2

1
2 1 1 2

8 2
 

fمتغیر تصادفی آمیخته است و مقدار Xبنابراین (x) در نقهه ناپیوستهx  P(Xبا  استفاده از رابهه 2 a) F(a) F(a )   شود. لذا:حساب می 

P(X ) f ( ) F( ) F( )      
4 1

2 2 2 2 1
8 2

 

fدر سایر نقاط پیوسته است، در نتیجه F(x)و چون (x) تابع چگالی(X) یاز رابهه
dF(x)

f (x)
dx

 آید. پس:به دست می 

x
; x

f (x) ; x

;


 




  





2
4
1

2
2

ŠI£º oÄIw

 

fاکنون با مشخا شدن (x) برای متغیر تصادفی آمیختهXحاصل ،E(X) یبرای نقاط ناپیوسته از رابهه
x

E(X) xf (x) و برای نقاط پیوسته از

E(X)ی رابهه xf (x)dx



  د. لذا داریم:حساب می شو 

x

x x
E(X) xf (x) x f (x)dx ( ) dx ( ) ( )



           
2 32 2 2

2

1 8 5
2 1 1
2 4 12 12 3
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 های امید ریاضیویژگی
fبا توزیع احتمال Xمتغیر تصادفی (x) را در نظر بگیرید. فرض کنیدa وb .اعداد ثابت باشند. دراین صورت ویژگی های زیر برقرار است 

E(a)یعنی  است. aبرابر aامید ریاضی هر عدد ثابت مانند (1ویژگی  a 

 برای متغیر تصادفی  :04 مثالX با تابع چگالی
x

x e ; x
f (x)

;

 
 


2 24
ŠI£º oÄIw

)Eحاصل   )
1
4

 کدام است؟ 

1 )
1
8
   2) 

1
2
 3) 1 4) 

1
4
 

 :چون  «4»گزینه  پاسخE(a) a  است، بنابراینE( ) 
1 1
4 4

 شود.می 

  
Yامید ریاضی متغیر تصادفی( 2ویژگی  g(X) :برابر است با 

 x

g(x)f (x) ; x

E(g(X))

g(x)f (x)dx ; x
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 ر تصادفی اگر چگالی احتمال متغی :04مثالX  به صورت
( x) ; x

f (x)
;

  
 


2 1 1
oÄjI£¶ oÄIw

E(Xباشد، حاصل  )
 کدام است؟ 2

1 )
5
12
   2) 

1
12
 3) 

1
6

 4) 
1
3

 

 :برای محاسبه   «3»گزینه  پاسخE(X E(g(X))پیوسته است از رابهه Xچون 2( g(x)f (x)dx



  کنیم.استفاده می 

x x
E(X ) x f (x)dx x ( x)dx (x x )dx ( ) ( )           

3 41 1 1 12 2 2 2 3 1 1 1
2 1 2 2 2

3 4 3 4 6
 

  

 برای متغیر تصادفی :08مثالX  اگر تابع چگالی برابرf (x) a bx , x   2 E(Xو 1 ) 3 1
2

 کدام است؟ bو aباشد، مقدار

1 )b , a 1 1   2) b , a 3 3) b , a  3 4) b , a  3 1 

 :برای محاسبه  «2»گزینه  پاسخa وb کنیم. از دو شرط زیر استفاده می 

fاگرشرط اول:  (x) تابع چگالیX  ،باشدf (x)dx



  شود.می 1

E(X شرط دوم: ) x f (x)dx



 

3 3 1
2

 

f  بنابراین از شرط اول داریم:  (x)dx



 1  

x b
(a bx )dx (ax b ) a       

31 12 1 1 1
3 3

 

E(X  و از شرط دوم  نیز داریم: ) 3 1
2

 

x x
(a x bx )dx (a b )     

4 61 13 5 1 1
2 4 6 2 

x f (x)dx x (a bx )dx



    

13 3 21 1
2 2

 

a b a b
( )     

1
1

4 6 2 2 3
  

اکنون از شرط اول  و دوم دو معادله

b
a

a b


 


  


1
3

1
2 3

 کنیم.( ضرب کرده و طرفین دو معادله را با هم جمع می-1دله دوم را در )به دست آمده است که برای حل آن، معا 

 

a b
(a ) a b        1 3

2 3
 

b
a

a b


 


   


1
3

1
3 3

  

 

 



 
 

 متغیرهای تصادفی فصل دوم: 

 
 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  92

 متغیر تصادفی  :00مثالX  در نظر بگیرید. اگر مقابلرا با تابع چگالی احتمالZ X X   21مقدار ،E(Z) کدام است؟         f(x) ( x) , x   2 1 1  

 (79)مهندسی کامپیوتر ر سراسری 

1 )1 2 )2 3 )3 4 )4 

 :با توجه به اینکره   «2»گزینه  پاسخx ( , ) Zباشرد مری  1 x x ...
x

    


2 1
1

1
            صرورت   را بره  E(Z)باشرد )سرری هندسری( بنرابراین     مری  

 زیر خواهیم داشت:

 E(Z) E( ) ( )( ( x))dx dx x
X x

     
  

1 1 11 1
2 1 2 2 2

1 1
 

  
Yامید ریاضی متغیر جدید  (3ویژگی aX b  :برابر است با           E(Y) E(aX b) aE(X) b    

E(E(X))               (4ویژگی E(X) 

 دهند. بلیط هر بازی چند ریال باشد تا شخص بلیط فاروش  ریالی می 1ها به شما سکه در یک بازی با پرتاب تاس به اندازه شماره خال :04 مثال

به اندازه
1
4

 (19)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  ها سود ببرد؟  سکه 

1 )/374 5   2) /437 5 3) /473 5 4) /743 5 

 :داریم:در این مسئله دو نوع متغیر تصادفی به شکل زیر   «2»گزینه  پاسخ 

اسرت،   6و 5، 4، 3، 2، 1هرا  خال گیرد. چون در پرتاب تاس، شمارهریالی می 1ها سکهمیزان برد شخا است که به اندازه شماره خال Xمتغیرتصادفی

,مقادیر Xپس , , , ,6 5 4 3 2 دهنده مبلغ بلیط هر بازی اسرت کره بلریط فرروش     نشان Yکند. همچنین متغیر تصادفیرا اختیار می 1

مسئله شرط شده که در فروش هر بلیط، فروشنده به اندازهکند. در صورت عرضه می
1
4
برنرده شرود، لازم    Xها سود کند. پس اگر بازیکن بره میرزان  سکه 

Yاست فروشنده مبلغ بلیط را برابر  X X X  
1 5
4 4

را برا اسرتفاده از    E(Y)در نظر بگیرید. اکنرون بره منظرور تعیرین متوسرط بلریط هرر برازی،         

E(Y)ویژگی E( X) E(X) 
5 5
4 4

کنیم. چون احتمال ظاهرشدن هر عدد در پرتراب  را تعیین میXتابع  احتمالکنیم. برای این کار ابتدا حساب می 

تاس برابر 
1
6
 برابر است با: Xاست بنابراین تابع احتمال 

6 5 4  3  2  1  x      

1
6

 
1
6

 
1
6

 
1
6

 
1
6

 
1
6
  

f (x)  

یبر طبرق رابهره   E(X)همچنین
x

E(X) x f (x)   برابررE(X) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )      
1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 35
6 6 6 6 6 6

 

سرررط مبلرررغ هرررر بلررریط برابرررر    ، متو E(Y)ریرررال خواهرررد بررررد. در نتیجررره  35شرررود. یعنررری هرررر شرررخا بررره طرررور متوسرررط    مررری

E(Y) E(X) ( ) /  
5 5

35 437 5
4 4

 شود. می 

  واریانس     

است. در حالت گسسته و پیوسته واریانس  Xدهنده میزان پراکندگی مقادیر متغیر تصادفی از شاخا میانگین مقادیرنشان Xواریانس متغیر تصادفی

 شود.صورت زیر تعریف میبه

 :متغیر تصادفی تعریفX با توزیع احتمالf (x) و امید ریاضی ا در نظر بگیرید. واریانسرX را با نمادX
Varیا 2 (X) دهیم. و به نشان می

 شود.صورت زیر تعریف می

x
X

(x ) f (x) ; x

Var(X) E[(X ) ]

(x ) f (x)dx ; x




 


     
 






2

2 2

2

k{IM ¾Tvv¬ o¬H

k{IM ¾Tw¼ÃQ o¬H
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x       توان حساب کرد. تر زیر نیز میرا با دستور ساده Xواریانس E[(X ) ] E[(X X)] E(X ) E( ) E(X)           2 2 2 2 2 22 2 

)Eچون ) 2 E(X)و 2  :بنابراین             X E(X ) E(X )      2 2 2 2 22 

  در نتیجه داریم:

X E(X ) E(X ) (E(X))    2 2 2 2 2 
 

              برابر است. Xآید که واحد آن با واحد متغیر تصادفیبه دست می : اگر از واریانس جذر بگیریم، انحراف معیارانحراف معیار  2 

 واریانس متغیر تصادفی  :60 مثالX با تابع توزیع تجمعی زیر کدام است؟ 

1 )/5 96   

2) /6 82 

3) /4 68 

4) /6 26 

  ; x

/ ; x

F(x) / ; x

/ ; x

; x

 


  


  
  




2
2 2
3 2

4 2 4
1 4

 
  

  

  
 

 :برای محاسبه واریانس  «1»گزینه  پاسخX از فرمولE(X ) (E(X))  2 2 fنیاز به تابع احتمرال   2محاسبهکنیم. برای استفاده می 2 (x) 

fداریم. بنابراین تابع احتمال (x) را از روی تابع توزیعF(x) آوریم. از تابع توزیع به دست میF(x) شود مقرادیری کره   نتیجه میX   کنرد  اختیرار مری

xصورت به , , , 2 2 fگسسته است، بنابراین تابع احتمال Xاست. چون  4 (x)از روی تابع توزیعF(x) آید.ی زیر به دست میاز رابهه 

f (x ) F(x )1 1  

i i if (x ) F(x ) F(x ) i ,...,n  1 2 

  بنابراین داریم:

f ( ) F( ) /

f ( ) F( ) F( ) / / /

f ( ) F( ) F( ) / / /

f ( ) F( ) F( ) / /

   

     

    

    

2 2 2

2 3 2 1

2 2 4 3 1

4 4 2 1 4 6

 

 نویسیم.را به صورت تابع جدولی می Xاکنون تابع احتمال
 

 4 2  2 x 
 / 6 /1 /1 / 2 f (x) 

E(X) xf (x) / / / /       4 2 2 4 2 2 /2 4 / 2  / 4 xf (x) 

E(X ) x f (x) / / / /     
2 2 8 4 9 6 1 8 /9 6 / 4  / 8 x f (x)2 

 

E(Xبرابر  Xدر نتیجه مقدار واریانس ) (E(X)) / ( / ) /     2 2 2 21 8 2 2 5  است. 96

  

 واریانس متغیر تصادفی  :04 مثالX با تابع چگالی زیر کدام است؟ 

1)
1
3
 2)

4
3

  x
; x

f (x)

;


 

 



2
2

ŠI£º oÄIw

 
3 )2 4 )

2
9
  

 :برای محاسبه واریانس  «4»گزینه  پاسخX از رابههE(X ) (E(X))  2 2 E(Xو E(X)کنیم. بنابراین ابتدااستفاده می 2 را با روابط زیر  2(

E(X) کنیم.  حساب می xf (x)dx , E(X ) x f (x)dx
 

 
  

2 2  

x
E(X ) x ( )dx x ( )    

2 22 2 41 1
16 2

2 8 8
       

x
E(X) x( )dx x ( )    

2 231 1 4
8

2 6 6 3
 

E(X در نتیجه داریم: ) (E(X))     2 2 2 16 2
2

9 9
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 های شرطيتوزيع (:3درسنامه )

 

 

 

Bشرط آنکه بدانیم به Aدر فصل اول احتمال وقوع پیشامد    صورترخ داده باشد، به
P(A B)

P(A | B)
P(B)

  تعريف شد. در اينجا برای متغیرهای

Xاگر Yو Xادفی تص x پیشامدY y , A  پیشامدB باشد، در اين صورت احتمال آنکهX x  شرط آنکه بدانیمباشد بهY y   است، به شاکل

        شود. زير محاسبه می

                 
Y

f (x, y) P(X x,Y y)
P(X x | Y y) f (x | y)

f (y) P(Y y)

 
    


 

fکه در آن (x,y)  تابع احتمال توأمX  وY در نقطه(x, y) است. توجه نمايید که در احتمال شرطیf (x | y) ،X  متغیر و مقدارy شده است.   تثبیت 

 :اگر تعریفf (x,y) ار توزيع احتمال توأم متغیرهای تصادفی مقدX  وY در نقطه(x, y)وYf (y)   ایتوزياع حاشایهY   در نقطاهy    باشاد، در ايان

Yشرط آنکهبه  Xصورت توزيع شرطی  y  :باشد برابر است با       
Y

f (x, y)
f (x | y)

f (y)
 

Xشرط آنکهبه  Yمشابهاً توزيع شرطی  x  :باشد برابر است با       
X

f (x, y)
f (y | x)

f (x)
  

Xfکه در آن (x) ای توزيع حاشیهX  در نقطهx .است 

  

 نید فرض ک :97 مثالX  وY صورت زیر باشند. مقداردارای تابع احتمال توأم بهP(X | Y ) P(X | Y )   2 2 1  ترتیب کدام است؟به «1

(09)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری   

9) ,
3 3
5 7

 

3) , a
1
4

 

2) ,
3 3
7 5

 

4) a ,
1
4

 

  

     y   

x   
1  2  

1  
1
4

 
1
3

 

2   
1
6

  a  

 

 

 :ابتدا مقدار ثابت « 2»گزينه   پاسخa را با توجه به اينکهY X»یاند با استفاده از رابطهگسسته
x y

f (x, y)   آوريم.دست می به 1

a a     
1 1 1 1

1
4 3 6 4

  

P(Xاکنون حاصل | Y ) 1 یرا با استفاده از رابطه 1
Y

f (x , y)
P(X x | Y y)

f (y)
   کنیم. لذا: حساب می 

     
Y

f ( , )
P(X | Y )

f ( )
  

11
1 1

1
 

fمقااادار ( , fبرابااار 11( ( , ) P(X ,Y )   
1

11 1 1
4

Yfو حاصااال  ( Yطاااه در نق Yای تاااابع احتماااال حاشااایه ،1( 1  طباااق تعرياااف برابااار

Y
x

f ( ) f (x, ) f ( , ) f ( , )



     
2

1

1 1 5
1 1 11 2 1

4 6 12
P(X        شود. لذا:می  |Y )   

1
341 1

5 5
12

 

P(Xها، نیازی به محاسبهبا توجه به گزينه | Y ) 2 باشد. قطعاً حاصل آننمی 2
3
7

 خواهد بود.  
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 برای  :07مثالX  وY با تابع احتمال توأم زیر، حاصلP(Y | X )   کدام است؟ 1

9 )
1
13

   

2) 
7
13

 

3) 
9
13

 

4) 
1
5

 

   y   

x    
1   1  

1  
2
15

 
3
15

 
2
15

 

 
1
15

 
2
15

 
3
15

 

2     
2
15

  

 

 

 

 

 :طبق تعريف احتمال شرطی، حاصل«  9»گزينه   پاسخP(Y | X ) 1  برابار
P(X , Y )

P(Y | X )
P(X )

 
  



1
1

1
باشاد. بناابراين   مای  

P(Xلازم است ) , P(X , Y )  1  حساب شوند. 1

P(X , Y ) P(X ,Y ) P(X ,Y ) P(X ,Y )             1 1 1 1 ,P(X Y )      
3 2 2 3 1

1
15 15 15 15 15

 

P(Xو همچنین حاصل )1 برابرP(X ) P(X ) P(X )     1 P(Xناست. که در آ1 ) P(X )  1» ای از روی تابع احتمال حاشیهX 

 برابر مقادير زير است. Xای آيد. تابع احتمال حاشیهدست میبه

x

P(X x)




     

1 2

2 3 2 7 1 2 3 6 2
15 15 15 15 15 15 15 15 15

  

P(Xپس ) P(X ) P(X )        
7 6 13

1 1
15 15 15

P(Y    و در نتیجه:  | X )   

1
1151

13 13
15

 

  

 اگر متغیر تصادفی  :78 مثالX  وY دارای تابع چگالی توأمxy ; x , y x
f (x ,y)

;

    
 


23 1 2
ŠI£º oÄIw

)Pباشد، حاصل  X | Y )  
1 1

1
2 3

 

 کدام است؟

9) /88  2) / 62   3) /9   4) / 75 

 :برای محاسبه«  3»گزينه   پاسخP( X | Y )  
1 1

1
2 3

fتابع چگالی شرطی ، ابتدا (x | y )
1
3

آوريم. سپس حاصال احتماال خواساته    دست میرا به 

)Pیشده را با استفاده از رابطه X | Y ) f (x | y )dx    
1
1
2

1 1 1
1

2 3 3
fکنیم.  طبق تعريف، تابع احتمال شرطیحساب می  (x | y) :برابر است با 

Y

f (x, y)
f (x | y)

f (y)
   

Yf (y) ای تابع احتمال حاشیهY شود.صورت مقابل محاسبه میباشد، که بهمی         Yf (y) f (x,y)dx



  

 

 حیاه  را باا رسام نا   xاست، پس لازم است حدود  xچون انتگرال بالا برحسب 

 های زير است. انتگرال تعیین کنیم. ناحیه انتگرال شامل اشتراک محدوديت

x 1  

y x  22   
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شاويم، از  احیاه انتگارال مای   وارد ن xکاه برحساب   کنایم. جاايی  بار ناحیاه انتگارال رسام مای      xرا در جهات افازايی    Lخط افقی xبرای تعیین حدود 

yمعادله x         آيد.دست میبه 22
y y

y x x x     2 22
2 2

 

yسهمی x شامل دو شاخه 22
y

x 
2

و 
y

x  
2

xاست و   ،پس است
y

x 
2

 شويم.ای است که در آن وارد ناحیه انتگرال مینقطه 

xشويماز ناحیه انتگرال خارج می xو جايی که برحسب  1  است. پس حدودx  شکلبه
y

x 1
2

Yfحاصل xاست. با تعیین حدود   (y)  است با:برابر 

Y y

y
f (y) xydx x y y( )y   

1 2

2

1
3 3

3 1
2 2 2

2

 

fو همچنین حاصل (x | y) شود با:برابر می 

Y

f (x, y) xy x y
f (x | y) , x

y yf (y)
y( )

    

 

3 2
1

3 21 1
2 2 2

   
x

f (x | y ) x , x     



1 2 12 1
1

13 5 6
31
2

 

)P               در نتیجه:   X | Y ) f (x | y )dx xdx x | ( ) /          
1 1 12
1 1 1
2 2 2

1 1 1 12 6 6 1
1 1 9

2 3 3 5 5 5 4
 

   

 فی متغیر تصاد :78 مثالX یک متغیر تصادفی یکنواخت در بازه( , )بخا احتمخال یکنواخخت در بخازه     Yباشد. متغیر تصادفی می 1( ,x)   انتخخاب

Yدر نقطه Yشود. تابع چگالی احتمال متغیر تصادفی می 
1
2

 (09سی برق ـ سراسری )مهند             چه مقداری دارد؟ 

9) 
1
4

  2) 
1
2

   3) Ln2 2   4)Ln2  

 :متغیر تصادفی پیوسته « 4»گزينه  پاسخX در فاصله(a ,b) صورت  ه تابع چگالی آن به دارای توزيع يکنواخت است، هرگا
; a x b

f (x) b a

;


 

 



1

oÄjI£¶ oÄIw

 

)در فاصله Xباشد. طبق فرض مسئله،  , f,برابر X. بنابراين تابع چگالی دارای توزيع يکنواخت است 1( (x) x   


1
1 1

1
با احتمال  Yاست. همچنین  

)يکنواخت در فاصله ,x) شود، پس چگالی احتمال انتخاب میY شرط آنکه  بهX x باشد، برابر,f (y | x) y x
x x

   


1 1
 شود.می 

yدر نقطااه Yاکنااون باارای محاساابه تااابع چگااالی احتمااال متغیاار تصااادفی  
1
2

Yfيعناای  ( )
1
2

fچگااالی تااوأم، ابتاادا تااابع  (x,y)  را بااا اسااتفاده از

رابطه
X

f (x, y)
f (y | x)

f (x)
 ای آوريم، سپس تابع احتمال حاشیهدست میبهY  يعنایYf (y)   کماک فرماول  را باهYf (y) f (x,y)dx




   حسااب

Yfکنیم که با محاسبهمی (y) حاصلYf ( )
1
2

 آيد. لذا: دست میبه 

X

f (x, y)
f (y | x)

f (x)
 

f (x,y)
f (x,y) x , y x

x x
      

1 1
1

1
 

Yfو (y) ای تابع چگالی حاشیهY شود با:برابر می 

Yf (y) f (x,y)dx



   

 با رسم ناحیه انتگرال تعیین کنیم. را  xاست. پس لازم است حدود  xانتگرال بالا برحسب 
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 های زير است.ناحیه انتگرال شامل اشتراک محدوديت

 
 

 

xشويم،وارد ناحیه انتگرال می xکه برحسب کنیم. جايیرسم می xرا در جهت افزايی  Lخط افقی   xبرای تعیین حدود y  ساب  کاه برح و جاايیx  از

xشويم،ناحیه انتگرال خارج می 1  است. پس حدودx شکل بهy x 1 :است. در نتیجه 

Y y
f (y) dx Ln | x | Ln Ln | y | Ln | y | Lny

yx
       

1 11
1  

yتوجه نمايید که 1 است. در نتیجهLn | y | Lny .است 

Yf ( ) Ln Ln   
1 1

2
2 2

 

  

 متغیره nاحتمال شرطی برای توابع احتمال 

عنوان مثال متغیر های شرطی را حساب کرد. بهتوان احتمال شرطی را برای توابع احتمال با بیی از دو متغیر تصادفی تعمیم داد و انواع متفاوت از توزيعمی

Xتصااادفی X X X4 3 2 1» , fبااا تااابع احتمااال تااوأم   , (x ,x ,x ,x )1 2 3 بااه شاارط   X3را در نظاار بگیريااد. در اياان صااورت توزيااع شاارطی     4

Xآنکه x X x X x  4 4 2 2 1 1»              باشد، برابر است با:  ,
f (x ,x ,x ,x )

f (x | x ,x , x )
g(x ,x ,x )

 1 2 3 4
3 1 2 4

1 2 4
 

g(xکه در آن ,x ,x )1 2 Xای توأمتابع توزيع حاشیه 4 X X4 2 1»  است.  ,

Xهمچنین توزيع شرطی ,X4 Xشرط آنکهبه  2 x X x 3 3 1  شود. صورت زير محاسبه میبه  باشد، «1

f (x ,x ,x ,x )
f ((x ,x ) | x ,x )

g(x ,x )
 1 2 3 4

2 4 1 3
1 3

 

g(xکه در آن ,x )1 Xایأم حاشیهتابع احتمال تو 3 X3  است. «1

 برای توزیع احتمال توأم :78 مثال
xyz

f(x,y,z) x , , y , , z ,   1 2 3 1 2 3 1 2
1 8
, , Yشرط آنکخه به   Zتوزیع شرطی  ،, , X 2  باشخد،  1

 کدام است؟

9 )
z

, z ,1 2
3

   2) 
z

, z ,



1

1 2
5

 3) 
z

, z ,



2 1

1 2
8

 4) 
z

, z ,



2

1 2
7

 

 :احتمال «  9»گزينه   پاسخZ شرط بهY X 2 P(Zيعنی ،«1 z | X , Y )  1  کنیم:ی زير حساب میرا با استفاده از رابطه 2

P(X , Y , Z z) f ( , ,z)
P(Z z | X , Y )

g(x , y ) g(x , y )

  
    

   

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2
 

g(x ,y ) 1  شود.است که به شکل زير حساب می Yو Xای هتوزيع حاشی ،2

z

xy xy xy ( )( )
g(x, y) f (x, y,z) f (x, y, ) f (x, y, ) g(x , y )



          
2

1

2 3 3 1 2 1
1 2 1 2

1 8 1 8 1 8 1 8 18
 

fهمچنین حاصل ( , ,z)1 برابر 2
( )z z

f ( , ,z) z ,  
1 2

1 2 1 2
1 8 54

 است، در نتیجه: ,

z
f ( , ,z) z

P(Z z | X , Y ) z ,
g(x , y )

      
 

1 2 541 2 1 2
11 2 3
18

,  

x

y x

 

 

1
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 برای متغیرهای تصادفی  :74 مثالX ،Y  وZ شرطی حاصل چگالی  ،زیر با چگالی مشترکY شرط بهX 
1
2

Zو   ؟کدام است 2

   

9 )y , y  2 2 1   2) y , y  
1

1
2

 z
(x y)e ; x , y ,z

f (x,y,z)
;

      
 


1 1
oÄjI£¶ oÄIw

 
3) y , y  

4 1
1

3 3
 4) y , y 2 1 

 :طبق تعريف، احتمال شرطی «  2» گزينه  پاسخY  شرط آنکهبهZ , X 
1

2
2

 شود.باشد، با دستور زير حساب می 

, ,f ( y )
,P(Y y | X Z )

,g(x z )

   

 

1
21 22

12 2
2

  

zfچون (x,y,z) (x y)e  پس استf ( , y, ) ( y)e  21 1
2

2 2
صورت زير محاسبه  به  Zو  Xوأم ای تتوزيع حاشیه ،g(x,z)همچنین شود.می 

 شود.می

z z zg(x,z) f (x,y,z)dy (x y)e dy (xy y )e (x )e g(x , z ) ( )e e                 
1 1 12 2 21 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2

  

            در نتیجه:
( y)e

,,P(Y y | X Z ) y y
e







       

2

2

1
1 122 1
2 2

 

  
 استقلال متغیرهای تصادفی

fبا تابع احتمال توأم Yو  Xمتغیرهای تصادفی  (x,y) .را در نظر بگیريد X  وY    مستقلند، اگار و تنهاا اگارY Xf (y | x) f (y) f (x | y) f (x) » 

Xfباشاااد کاااه در آن (x) ای توزياااع حاشااایهX وYf (y) ای توزياااع حاشااایهY اسااات. چاااون
Y

f (x, y)
f (x | y)

f (y)
 باشاااد، بناااابراين در مااای

Xfیرابطه (x | y) f (x) جای بهf (x | y) معادل آن
Y

f (x, y)

f (y)
X دهیم. در نتیجه:را قرار می  X Y

Y

f (x, y)
f (x) f (x,y) f (x)f (y)

f (y)
   

 :متغیرهای تصادفی  تعریفX  وY )با توزيع مشترک )توأمf (x,y) مستقلند اگر و تنها اگر تساویX Yf (x,y) f (x)f (y)          برای تمام مقادير

X  وY  .تعريف بالا قابل تعمیم به برقرار باشدn متغیر تصادفی است. متغیرهای تصادفیnX ... X X2 1, , nfبا توزيع احتمال مشترک , (x ,...,x )1 

               مستقلند اگر و تنها اگر:
nn X X nf (x , ,x ) f (x ) f (x )  

11 1 

 آیا  :77 لمثاX  وY با تابع احتمال توأم زیر مستقل هستند؟ 

(x,y) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

f (x,y) / / / /

 1 2 1 3 1 2 1 3
2 2 3 3

  

 :استقلالشرط    پاسخ X Yf (x,y) f (x)f (y) را برای تمام مقاديرy , , x ,  2 3 دست را به Yو  Xای م. ابتدا توزيع حاشیهکنیبررسی می 11

 آوريم.می

X Y

x y

f (X) / / / / / / f (y) / / / / / /



       

1 1 2 3

2 2 4 3 3 6 2 3 5 2 3 5
  

Xاکنون تساوی Yf (x,y) f (x)f (y) ير دارا برای تمام مقX  وY کنیم.بررسی می 

X Y X Yf ( , ) / , f ( ) / , f ( ) / , / / / f ( , ) f ( )f ( )          1 2 2 1 4 2 5 2 4 5 1 2 1 2   

X Y X Yf ( , ) / , f ( ) / , f ( ) / , / / / f ( , ) f ( )f ( )          1 3 2 1 4 3 5 2 4 5 1 3 1 3  

X Y X Yf ( , ) / , f ( ) / , f ( ) / , / / / f ( , ) f ( )f ( )      1 2 3 1 6 2 5 3 6 5 1 2 1 2  

X Y X Yf ( , ) / , f ( ) / , f ( ) / , / / / f ( , ) f ( )f ( )      1 3 3 1 6 3 5 3 6 5 1 3 1 3  

Xدهد که شرطاين نشان می Yf (x,y) f (x)f (y)  برای تمام مقاديرX  وY  برقرار است. بنابراينX  وY  .مستقلند 

 



 
 

 متغیرهای تصادفی فصل دوم: 
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 اگر  :67مثالX  وY  ایهای حاشخیه متغیرهای تصادفی مستقل با چگالیY X

; y ; x
f (y) f (x)

; ;

 
    

  
 
 

1 1
3 2

3 2»

‡I£º oÄIw ‡I£º oÄIw

باشخند،   

P(Xحاصل  Y ) 
1
2

کدام است؟ 

 

9 )
47
48

   2) 
41
48

 3) 
58
64

 4) 
63
64

 

 :ابتدا«  9»گزينه   پاسخf (x,y)،  تابع چگالی توأمX وY را با استفاده از شرط استقلالX Yf (x,y) f (x)f (y) آوريم.به دست می 

X Y

; x , y
f (x, y) f (x)f (y)

;


     

  



1 1 1
2 3

2 3 6
‡I£º oÄIw

  

P(Xی محاسبهبرا Y ) 
1
2

 کنیم.باشد، رسم میهای زير میناحیه انتگرال را که شامل اشتراک محدوديت ،

 

x 2 
y  3  

x y 
1
2

 

 

 

P(Xحاصل Y ) 
1
2

یرا با استفاده از رابطه 
R

P(X Y ) f (x, y)dxdy    
1
2

fکنیم. چونحساب می  (x, y) 
1
6

 پس: 

R R

P(X Y ) dxdy dxdy      
1 1 1

1
2 6 6

 

dxdyعبارت 1، برابر مساحت ناحیه انتگرال است، يعنیABCDE

R

S dxdy  1.  چون مساحت مستطیلOBCD برابرOBCDS   3 2 و  6

OAESبرابر OAEمساحت مثلث ( )( ) 
1 1 1 1
2 2 2 8

ABCDE        است، بنابراين:  OBCD OAES S S    
1 47

6
8 8

 

                  در نتیجه داريم:
R R

dxdy P(X Y ) dxdy ( )         
47 1 1 1 47 47

1 1
8 2 6 6 8 48

  

  

 77 مثال:

 

X  وY یر تصادفی مستقل از هم و با توزیع یکنواخت یکسان در بازهدو متغ[ , ]
1 1
2 2

Zباشند. اگرمی  X Y     باشد، در ایخن صخورت

P(Zمقدار ) 
1
2

 (09)مهندسی برق ـ سراسری  کدام است؟ 

9) 
1
4

  2)  3) 
1
8

   4) 
1
3

   

 :یبا توجه به رابطه  «3»گزينه   پاسخZ X Y  برای محاسبهP(Z ) 
1
2

P(Xيا  Y )  
1
2

fيعنی  Yو X، ابتدا تابع چگالی توأم  (x,y) 

Xرا با استفاده از شرط استقلال Yf (x,y) f (x)f (y) آوريم. دست می به 

P(Xسپس حاصل Y )  
1
2

یرا به کمک رابطه 
R

P(X Y ) f (x, y)dxdy     
1
2

دارای توزياع    Yو Xکنیم. طبق فرض مسئله حساب می 

]يکنواخت در فاصله , ]
1 1
2 2

   برابر: Xهستند. پس چگالی احتمالی  

           Xf (x) x

( )

    

 

1 1 1
1

1 1 2 2
2 2

» 
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 فصل چهارم

 «نظريه برآورد»

 

 مقدمه

مسأله برآورد در این فصل ارائه      گردد. پارامترهای جامعه منتهی می برای کلیه مسائل مربوط به آمار استنباطی عموماً به مسئله برآورد و یا آزمون فرض

معه از قبیل میانگین، واریانس و نسبت جامعه مجهول است و محاسبه در بسیاری از حالات پارامترهای جاگردد. شود و آزمون فرض در فصل بعد ارائه میمی

باشد. لذا به منظور تقریب انها با بر بودن، هزینه، غیرقابل تکرار بودن و ... دشوار و یا غیرممکن میطور مستقیم به دلایل مختلف از قبیل زمان ها بهآن

 گردد. بهونه انتخابی از جامعه مورد نظر، برآورد یا تخمینی از پارامتر یا پارامترهای جامعه ارائه میدست آمده براساس یک نماستفاده از یک آماره مناسب به

شود و امکان آزمایش بر روی تمام انجام می nعنوان مثال تخمین متوسط عمر یک نوع لاستیک خودرو تولیدی، براساس یک نمونه انتخابی به اندازه 

 منظور برآورد یا تخمین پارامترهای جامعه دو نوع برآوردکننده ارائه شده است.در این فصل بهمحصولات تولیدی وجود ندارد. 

 کند. عنوان تقریبی از پارامتر جامعه ارائه میبرآوردگری است که تنها یک عدد را به ای:( برآوردکننده نقطه1

 عددی قرار دارد.  رامتر جامعه در چه فاصلهزند که پاتخمین می ،ایبرآوردکننده فاصله ای:( برآوردکننده فاصله2
 

 

 

 

 

 

  ایبرآورد نقطه (:1درسنامه )
 

 

شود و چون نمونه متناظر با هر نمونه یک مقدار برای برآوردگر مشخص می همچنینهای متعددی وجود دارد. برآوردکننده ،هر پارامتر جامعهبا متناظر 

عنوان مثال وقتی واریانس یک جامعه براساس  باشند. بهاند و دارای توزیع احتمال میها متغیرهای تصادفیپس برآوردگر ،شودصورت تصادفی انتخاب میبه

متغیر  S2آید، پسدست میهای مختلف مقادیر متفاوتی برای واریانس نمونه بهشود، چون متناظر با نمونهبرآورد می S2واریانس یک نمونه تصادفی یعنی

)واریانس  S2ندرت مقدارباشد. در این میان نکته اساسی و مهم که باید به آن توجه کرد این است که بهتصادفی است و دارای میانگین و واریانس می

E(Sیا S2ا انتظار اینکه مقدار متوسطشود. ام)واریانس جامعه( می 2ای( برابرنمونه کننده است. همان طور که )واریانس جامعه( شود، راضی 2برابر 2(

ای( هر دو )میانه نمونه Xای( و)میانگین نمونه Xعنوان مثالاشاره شد در برآورد پارامتر جامعه ممکن است بیش از یک برآوردگر داشته باشیم. به

)میانگین جامعه( هستند. در این حالت انتخاب برآوردگر با کمترین واریانس ممکن، سبب کاهش خطای تقریب و افزایش دقت تخمین  برآوردگر

کنیم که قابل اعتمادتر بوده و نسبت به بقیه در شرایط بهتر باشد. ها، برآوردگری را انتخاب میهای گوناگون برآوردکنندهکنون با توجه به ویژگیگردد. امی

 گردد. لذا برای انتخاب یک برآوردکننده مناسب، مفاهیم نااریبی، کمترین واریانس، کارایی، سازگاری و بسندگی مطرح می
 

 ه نااریببرآوردکنند

که لزوماً برابر پارامتر جامعه  آیدبه دست میهای مختلف برآوردکننده ،انتخابی مختلف متناظر نمونهکه اشاره شد، برای هر پارامتر جامعه،  طورهمان

متغیر تصادفی است، بنابراین دارای شود اما انتظار داریم که مقدار متوسط برآوردکننده با پارامتر جامعه برابر گردد. از آنجا که برآوردکننده خود نمی

نشان  ̂و برآوردگر را با گویند. معمولاً پارامتر جامعه را بامیانگین یا مقدار متوسط است. تساوی میانگین برآوردکننده با پارامتر جامعه را نااریبی می

 باشد.)میانگین جامعه( می اریب براینا گر)میانگین نمونه( برآورد xبه عنوان مثالدهند. می

)Eˆجامعه است اگر و تنها اگر عنوان برآوردگر نااریب برای پارامتربه ̂برآوردکنندهتعریف:  )   و چنانچه  باشدˆ ˆE( )   , برآوردگر اریب برای 

)Eˆ  است. در این حالت مقدار اریبی برابر است با: )                مقدار اریبی 
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 برای متغیر تصادفی   :1 مثالX با چگالی احتمال
; x

f (x)

;


  

 



1

Rn¼‚¸ÄH oÃš nj

ˆ،  عبارتk، به ازای کدام مقدار kX    برآوردگر نااریب بررای

  است؟ پارامتر

4 )2   2) 
1
2

 3) 1 1) 3 

 :بر طبق تعریف  «4»گزینه  پاسخ،̂ نااریب برای پارامتر وقتی برآوردگر است که داشته باشیمˆE( )  . طبق فرض مسئلهˆ kX  لذا است ،

E(kX)را از تساوی kمقدار    کنیم. برای این کار با توجه به ویژگی امید ریاضی داریم:حساب می 

E(kX) kE(X)      

f,دارای چگالی احتمال X در اینجا (x) x   


1
,دارای چگالی یکنواخت پیوسته با X دهداست. این نشان می      ر چگالی است. د

E(X)برابر E(X)یکنواخت پیوسته حاصل
  

  
2 2 2

kE(X)باشد. اکنون با توجه به تساویمی    شود:نتیجه می 

k( ) k


    2
2

 

  

 فرض کنید متغیر تصادفی : 2 مثالnX , ,X1 یک نمونه تصادفی از توزیع
x

f (x) x e
( )




 

2
3

1

3
کردام   باشد. در آن صورت برآوردگر نااریب 

 (88)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری  است؟

4 )X3   2) 
X

1
3

 3) 
X

3
 1) 

X

3
 

 :متراپار دست آوردن برآوردگر نااریببرای به  «3»گزینه  پاسخبرآوردکننده ،̂ یابیم که داشته باشیمرا طوری میˆE( )   در اینجا با توجه به .

دارای توزی   ع گام   ا ب   ا پ   ارامتر Xش   ود ابع چگ   الی احتم   ال داده ش   ده نتیج   ه م   یت        اس   ت. زی   را ت   ابع چگ   الی گام   ا  «3

شکلبه

x

f (x) x e
( )


 



  

11
E(X)باشد. پس)میانگین جامعه( می برآوردگر نااریب برای Xدانیمباشد. از طرفی میمی     ک ه در آن 

میانگین توزیع گاما و برابر   3 است. اکنون از تساویE(X)    3» :داریم 

E(X) E(X) E( X)       
1 1

3
3 3

 

 با انتخاب
X

̂ 
3

)Eˆشرط ،شودنتیجه می  )   برقرار است. بنابراین
X

̂ 
3

 باشد.می برآوردگر نااریب برای پارامتر 

  

 فرض کنید   :3 مثالX  دارای توزیع پواسون با پارامترm .یک برآوردگر نااریب برای باشدm
 (88سراسری ـ )مهندسی کامپیوتر  کدام است؟ 2

4 )
X

2
   2) X X2 3) 

X2

2
 1) X X2 

 :برآوردگر  «1»گزینه  پاسخ̂ برایm2 یابیم تارا طوری میˆE( ) m  اس ت،   mدارای توزی ع پواس ون ب ا پ ارامتر      Xگردد. برای اینکار چ ون   2

Var(X)بنابراین m E(X) m » باشد. از طرفیمیVar(x)با دستورVar(X) E(X ) (E(X)) 2  شود. از این دستور داریم:حساب می 2

m E(X ) (m )  m E(X ) m    2 22 2   

E(x)چون m توان نوشتاست، پس میm E(X ) E(X) 2 E(Xو طبق ویژگی امی د ریاض ی تس اوی     2 X) E(X ) E(X)  2 برق رار   2

E(X  است لذا داریم:  X) m 2 2 

ˆاکنون با انتخاب X X  2 تساویˆE( ) m  ˆآید. بنابراین طبق تعریف نااریبی،دست میبه 2 x x  2 برآوردکننده نااریب برایm2 .است 
 

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكرتبه مدرسان شريف  481 نظریه برآوردفصل چهارم:  

 اگر  :4 مثالX U( , )   ازای کدام مقدار باشد، بهa  وb برآوردگر(X) aX b(X )   2  خواهد بود؟ یک برآوردگر نااریب برای 1

(09)مهندسی کامپیوتر ـ سراسری   

4 )a b 1»   2) a b 3 » 3) a b  3» 1) a b 1 1» 

 :طبق تعریف،  «2»گزینه  پاسخ̂ را برآوردگر نااریب برای پارامتر گویند، هرگاهˆE( )  بنابراین برای آنکه .(X) رایبرآوردگر نااریب ب باشد، 

)Eلازم است شرط (X))   برقرار باشد. چون(X) aX bX b   2 :است، بنابراین داریمE(aX bX b)   2 اکنون مقدار .a  وb  را از این

E(aX  توان نوشت:یکنیم. برای این کار بر طبق ویژگی امید ریاضی متساوی حساب می bX b) aE(X ) bE(X) b        2 2  

E(Xابت  دا ) E(X)2
دارای توزی  ع یکنواخ  ت ب  ا پ  ارامتر X ،کن  یم. برطب  ق ف  رض مس  ئلهرا حس  اب م  ی «      »  اس  ت. بن  ابراین

Var(X)مقدار E(X)» :در توزیع یکنواخت پیوسته برابر است با  E(X)
    

  
2 2

 

( ) ( ) ( )
Var(X)

     
   

2 2 22
12 12 12 3

 

E(Xمقدار Var(X)را از تساوی 2( E(X ) (E(X)) 2 E(X   کنیم.حساب می 2 ) Var(X) (E(X))
 

    2 2

3 3
 

E(Xبا قرار دادن مقادیر به دست آمده ) E(X)


 2

3
aE(Xدر تساوی « ) bE(X) b   2 :داریم 

a
a( ) b( ) b b

       

3 3
  

aدر نتیجه تساوی b


  
3

bازایتنها بهها با توجه به گزینه  a   برقرار است. «3

  

 اگر : 5مثالX ,X ,X3 2 tمتغیرهای تصادفی مستقل از هم و هرکدام دارای تابع چگرالی X4و 1
Xf (x) e u(x)

     باشرد، بتترریت تیمریت متغیرر

Zبرحسب مقدار مشاهده شدهX1تصادفی X X X X   1 2 3  (88مهندسی برق   سراسری ) ، با معیار حداقل میانگیت مربع خطا کدام است؟4

4 )
Z2

4
 2 )

Ze

4
 3 )

Z

2
 1 )

Z

4
 

 :چون  «1»گزینه  پاسخu(x)  به شکل
; x

u (x)
; x


 



1
رامتر شود، بنابراین تابع چگالی داده شده، نمایی با پاتعریف می  1  باش د.  م ی

iXلذا  ~EXP( iE(X                           هستند و داریم:  1( )   1 

)Eˆ        یابیم تا داشته باشیم:را طوری می X1برای ̂اکنون بهترین برآوردگر ) 1 

Z X X X X E(Z) E(X X X X ) E(X ) E(X ) E(X ) E(X )            1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4   

ˆE(Z) E( Z) Z          
1 1 1

1 1 1 1 4 1 1
4 4 4

 

  
 فرض کنید :6 مثالnX ,..., X1  یک نمونه تصادفی از توزیع پیوسته یکنواخت روی برازه( ,a)   باشرد. اگرر

n

i
i

W X
n



 
2

1

1
4

، میرانگیت متغیرر   

 (09)علوم کامپیوتر ـ سراسری  کدام است؟Wتصادفی

4 )
a

12
   2) 

a

4
 3) 

a2

12
 1) 

a2

3
 

 :ع چگالی یکنواخت پیوسته با پارامترتاب  «3»گزینه  پاسخ  وa  :برابر است با  f (x) ; x a
a a

    
 

1 1 1
 

  شود.حساب می مقابلبا دستورهای  Xهمچنین میانگین و واریانس
a a ( ) a

E(X) , Var (X)
  

    
2 2

2 2 2 12 12
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 فصل پنجم

 «آزمون فرض و استنباط آماری»
 

 مقدمه      
 

عنوان مثال، یک کارشناس قصد دارد براساس یک  به .را بپذیرد یا رد کند ییادعاها حدس و یا براساس یافته دنبال این است که در آزمون فرض محقق به

یک از ا بررسی کند که آیا متوسط عمر هراین موضوع ر ،کنددرو تولید مینمونه انتخابی از بین محصولات یک شرکت تولیدی که یک نوع لاستیک خو

جدید  ای نوعکنندهاحتمال اینکه مصرف خواهد بداند که آیاغذایی مییا یک تولیدکننده مواد کیلومتر است یا خیر؟ 6محصولات این شرکت حداقل

/واقعاً ،دهدرجیح میبندی قبلی تبندی را بر بستهاز بسته و در  یان کردهای آماری بزبان آزمون فرض توان بههمه این مسائل را می است یا خیر؟ 7

ی که از گیری کرد. از آنجا که پایه و اساس آمار استنباطی بر مبنای احتمال و شانس است، بنابراین نتایجمورد ادعای مطرح شده توسط پژوهشگر نتیجه

توان با قاطعیت فرضیه پژوهشی را قبول یا رد کرد. بنابراین آزمون فرض در یک سطح خطا شود، با عدم قطعیت همراه است و نمیطریق آن حاصل می

 شود.انجام می اندازه )سطح معنادار( به

عنوان مثال گیرد. بهمورد آزمون قرار می به اندازه در سطح معنادار H1در مقابل ادعای متقابل Hیک ادعا یا حدس به نام فرضهمواره  ؛در آزمون فرض

فرضیه  ،یا رد این ادعا در سطح خطای پذیرشمنظور  به« ساعت است 8متوسط عمر یک نوع قطعه الکترونیکی»ای به این شکل مطرح شده است فرضیه

Hصورتبه Hپژوهشی شامل فرض :  Hصورتبه H1متقابل فرض مقابل در  8 : 1 %شود تا با اطمینانمی بندیمدل 8 ( )1 1 

 .را بپذیریم H1را رد و Hیا  را رد کنیم H1و یمرا بپذیر Hفرض
 
 

 

  و دوم، بهترين ناحیه بحرانيآزمون فرض آماری، خطای نوع اول  (:1درسنامه )
 

 

 

Hخواهد فرضمی ،از جامعه موردنظر nایده کلی آزمون فرض این است که پژوهشگر براساس یک نمونه تصادفی انتخابی به اندازه  :    قابلدر مرا 

Hفرض :  1 در سطح معنادار زمون کند.آ،  که با کار براساس نمونه انتخابی، آماره آزموناینانجام جامعه موردنظر است. برای نامعلوم پارامتر̂ 

را  Hبرابر باشد، در این صورت فرض تقریباً با ̂است. اگر مقدار ومنامعل عنوان برآوردگر برای پارامتربه ̂د.گردمحاسبه می ،شودنشان داده می

 این میان ممکن است دچار خطا شویم،پذیریم. در را می H1را رد و Hخیلی زیاد باشد، فرض با ̂اختلاف کهدر صورتیکنیم و را رد می H1قبول و

 صورت زیر مطرح است. لذا دو نوع خطا به نام خطای نوع اول و دوم به

 خطای نوع اول و دوم:

گیری برای رد یا دهد نوعی عدم قطعیت در تصمیمفرضیه متکی بر احتمالات است. این نشان می پذیرشگیری برای رد یا آزمون فرض آماری، تصمیم در

قعیت جامعه که در واحالیای را قبول کنیم درد و یا فرضیهکه به واقع درست باشحالیای را رد کنیم درممکن است فرضیهیک فرضیه وجود دارد و  پذیرش

عنوان مثال، یک شرکت که در آزمون فرض با آن مواجه هستیم. به استنادرست باشد. بنابراین رد فرضیه درست و قبول فرضیه نادرست دو نوع خطایی 

که به ها درصورتیآزمون قرار دهد. آن اند، موردیافته کننده این دارو بهبوددرصد بیماران مصرف 9خواهد این فرض را که حداقلمی ،ی جدیدیسازنده دارو

شوند. و اگر به خطا این اند، مرتکب خطای نوع اول میدرصد بیماران با استفاده از داروی جدید بهبود یافته 9خطا این فرض صفر را رد کنند که حداقل

اند، مرتکب خطای نوع دوم خواهند شد. اکنون برای آزمون درصد بیماران با استفاده از این دارو بهبود یافته 9فرض صفر را قبول کنند که حداقل

Hفرض :    در مقابل فرضH :  1  شود. شکل زیر تعریف می نام خطای نوع اول و دوم به دو نوع خطا به 1

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  011آمـار و احتمالات     

H)وقتی فرض صفر طای نوع اول:خ نشان  مقدار خطای نوع اول را بادر واقعیت درست باشد ولی آن را رد کنیم، خطای نوع اول رخ داده است.  (

 شود:صورت زیر تعریف میدهیم و بهمی

P(H | H )  jn SwH Swnj   

P(Hرد فرضیه درست(       باشد. یعنی:می H، خطای نوع اول برابر احتمال رد فرضیه درستبنابر تعریف   

(قبول فرضیه درست(           شود:، نتیجه میهمچنین از تعریف P(Hرد فرضیه درستP(H  1 1  

H)وقتی فرض صفر خطای نوع دوم: نشان  مقدار خطای نوع دوم را بادهد. ولی آن را قبول کنیم، خطای نوع دوم رخ می در واقعیت نادرست باشد (

  شود:صورت زیر تعریف می دهیم و بهمی

P(H | H )  Ï¼L¤ SwH SwnjIº  

  است. یعنی: Hاحتمال قبول فرضیه نادرستبرابر  خطای نوع دوم، بنابر تعریف

P(H  قبول فرضیه نادرست )   

(درستنارد فرضیه (          شود:همچنین بنابر تعریف نتیجه می P(Hقبول فرضیه نادرستP(H  1 1 

 شود.گفته می شود، ناحیه بحرانی )ناحیه رد( به اندازهرد می در سطح معنادار Hای که در آن فرضبه ناحیه ناحیه بحرانی آزمون:

Hبرای آزمون فرض :    فرض مقابلدرH :  1 ناحیه بحرانی و همچنین ارتباط بین 1 »  .در شکل زیر نشان داده شده است 

 
 

 1 و داریم:

،شودطورکه در شکل ملاحظه میهمان » ش دیگری و کاهش یکی سبب افزاییعنی افزایش یکی باعث کاهش دیگری  با یکدیگر رابطه معکوس دارند؛

و  باعث کاهش kشود که افزایش در نقاط مختلف محور افقی دیده می،  kشود. به عبارت دیگر، با توجه به شکل با در نظر گرفتن مقدار بحرانی می

 ای واقع در ناحیه بحرانیبرای نقاط نمونهاگر  ،تعریف ناحیه بحرانیشود. همچنین با توجه به می و کاهش ، باعث افزایشkشود و کاهش می افزایش

شود،نتیجه    دهد و اگرخطای نوع اول رخ می در این صورت ،است  1 ای برای نقاط نمونههمچنین شود. یری درست میگباشد منجر به تصمیم

توان استدلال کرد اگرواقع در خارج ناحیه بحرانی می   شود و چنانکهگیری درست میباشد منجر به تصمیم  1 ،دهد. خطای نوع دوم رخ می باشد

 ه در جدول زیر ارائه داد. طور خلاص توان بهمطالب بالا را می
 

 

 تصمیم محقق                        

 واقعیت جامعه
 Hرد Hقبول

H درست است. 
 گیری درستتصمیم

1 

 خطای نوع اول

 

H نادرست است. 
 خطای نوع دوم

 

 گیری درستتصمیم

1 
 

 فرض کنید : 1مثالX B( ,p)4 باشد. برای آزمونH :p / Hدر مقابل 2 :p /1 xاگر 2  رد است. احتماال خطاای    Hباشد، فرض 4

 (49سراسری  )مهندسی کامپیوتر ـ نوع اول کدام است؟

1 )/ 32   0) / 16 3) / 5 4) / 16 

 :احتمال خطای نوع اول با فرمول  «0»گزینه   پاسخP(H | H )  jn SwH Swnj شود. در اینجا طبق فرض مسئلهحساب میH   وقتی رد استت

Xکه  pکه استوقتی قبول  Hباشد و 4 / nای با پارامتردارای توزیع دوجمله Xباشد. از آنجا که  2 p  برابر است با: است، بنابراین مقدار «4

n x n x
xP(X | p / ) ( )p q ( )( / ) ( / ) /      4 4

44 2 2 8 16   
 

 



 
 

 كارشناسي ارشد يكمدرسان شريف رتبه  010 آزمون فرض و استنباط آماریفصل پنجم: 

 فرض کنید: 2مثالx x2 ای نرمال باادفی از جامعهتص نمونه های یکمشاهده «1 2 Hباشد. اگر بخواهیم فرض 1 :    را در برابر فرض مقابل

( )H :     1 1 Xکهوقتی 1     رد کنیم، اندازه ناحیه بحرانی کدام است؟ 1

1 )/ 8   0) /1   3) / 5   4) / 4   

 :در آزمون فرض اندازه ناحیه بحرانی برابر  «1»گزینه  پاسخ باشد کته بتا فرمتول   )احتمال خطای نوع اول( میP(H | H )  jn SwH Swnj 

Xکه شودمیوقتی رد  Hشود. طبق فرض مسئله،حساب می  1 .باشد  

و وقتی پذیرفته است که   بنابراین مقدار .باشد شود با:برابر می  

P(X | )     1 

از توزیتتع نرمتتال استتتاندارد بتتا مت یتتر  گیتتری از جامعتته نرمتتال استتت. بنتتابراین بتترای محاستتبه جتتا نمونتتهدر این
X

Z

n





کنتتیم. استتتفاده متتی 

nچون    22 1»  است، داریم: «

P(Z | ) P(Z ) P(Z ) P(Z ) P(Z / ) / /

n

     
                 



1 1
2 1 2 1 1 4 1 92 8

1

2

 

P(Z،از جدول توزیع نرمال استانداردتوجه کنید که با استفاده  / ) / 1 4  باشد. می 92
 

  

  

 رود کاه میااننین توزیاع   کار مییک مشاهده واحد از یک متغیر تصادفی که دارای توزیع نمایی است برای آزمون این فرض به :3مثال   مقابال در  2

فرض   است، احتمال خطای نوع اول و دوم کدام است؟ 3باشد. اگر فرض صفر را وقتی بپذیریم که مقدار مشاهده شده متغیر تصادفی کمتر از می 3

1 )e e


    

3
1 21»   0) e e


   

3
1 2
» 

3) e e


   

3
12

» 4) e e


    

3
1 21 » 

 :4»گزینه  پاسخ»  » با دستورP(H | H )  jn SwH Swnj وP(H | H )  ¼L¤ SwH SwnjIº شود. در اینجا آزمتون  محاسبه می

صورتفرض به
H :

H :

 


  1

2

3
Xکه شودمیوقتی قبول  H،است. طبق فرض مسئله   Xکه شودمیوقتی رد  Hباشد. پس 3   باشد.  3

صورتهب Xبنابراین تابع چگالی  ،است دارای توزیع نمایی با پارامتر Xاز طرفی چون 
x

f (x) e , x

 



1
باشتد. در نتیجته مقتدار   متی   » 

 برابر است با:

x x

P(X | ) e dx e dx e
   
       

 

3
2 2

3 3

1 1
3 2

2
  

x x x

P(X | ) e dx e dx e e
  

          
 

3 3 13 31 1
3 3 1 1

3
 

در توزیع نمایی با چگالی احتمال
x

f (x) e





1
 برقرار است. مقابلهای ویژگی 

 
a b

P(X a) e , P(X b) e
 
     1 

 

/  8

Z / 1 4Z  
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